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O èom to bude?

Poznámky o stochastickej nezávislosti.
1. Nezávislos» experimentu E2 na experimente E1 chápeme tak, ¾e
výsledky exprimentu E1 nemajú vlyv na výsledky experimentu E2.
2. Ak interpretujeme pravdepodobnos» udalosti pomocou jej
frekvencie (relatívnej poèetnosti), tak vlastne predpokladáme sériu
rovnakých experimentov, prièom výsledky predchádzajúcich
neovplyvòujú výsledky nasledujúceho.
3. A. N. Kolmogorov axiomatizoval teóriu pravdepodobnosti,
vlasne rie¹il 6. Hilbertov problem o vytvorení matematickej teórie
fyziky, prièom ide o oblas» teórie miery, ktorá je venovaná
¹peciálnym úlohám a v nich má dôle¾itú úlohu nezávislos».
4. Interpretácia pravdepodobnosti udalosti pomocou jej frekvencie
umo¾nila formálne de�nova» nezávislos» takto: udalosti A a B sú
nezávislé ak P(A ∩ B) = P(A).P(B). Ako tomu rozumie»?
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Vlastnosti frekvencie

Urobíme n nazávislých opakovaní experimentu a aproximujeme
pravdepodobnos» P(A) udalosti A pomocou jej frekvencie nA/n,
kde 0 ≤ nA ≤ n je poèet opakovaní keï nastala udalos» A. Táto
interpretácia P(A) viedla Kolmogorova k axiomam
pravdepodobnostnej miery (normovanost, aditivita), de�nícii
podmienenej pravdepodobnosti a nezávislosti (pre 0 < nB):

nA∩B/nB = (nA∩B)/n)/(nB/n) ... P(A | B) = P(A ∩ B)/P(B)

a ïalej (pre 0 < P(B))

P(A | B) = P(A) =⇒ P(A ∩ B) = P(A).P(B),

èo viedlo Kolmogorova ku formálnej de�nícii (stochastickej)
nezávislosti.
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Ako na to i¹iel Kolmogorov

Kolmogorov zaèal s koneèným priestorom (Ω,A,P) a pod
experimentom rozumie rozklad Ω, prièom udalos»ou je nejaké
zjednotenie prvkov rozkladu.
Hovoríme, ¾e experimenty E1, E2, . . ., En sú vzájomne nezávislé ak
platí

P(A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An) = P(A1).P(A2)...P(An),

pre ka¾dú n-ticu udalostí, prièom Ai je udalos» v Ei .
Hovoríme, ¾e udalosti A a B sú nezávislé, ak sú experimenty
{A,Ac} a {B,Bc} nezávislé.
Dá sa dokáza», ¾e udalosti A a B sú nezávislé práve, ak
P(A ∩ B) = P(A).P(B)
Tiviálne, takto de�novaná nezávislos» je symetrická. Dá sa
symetria odstráni»?
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Kategoriálne pozadie

Nezávislos» má kategoriálne pozadie . . .
Kategoriálny súèin dvoch objektov O1 a O2 je (ak existuje) najlep¹í
objekt O1 × O2 spolu s dvomi projekciami pr1 : O1 × O2 −→ O1 a
pr2 : O1 × O2 −→ O2, prièom \cez projekciu pri vidíme presne
pôvodný objekt Oi

′′, i = 1, 2.

Ako ilustrácia dobre poslú¾i spôsob, ako modelujeme \spoloèný"
experiment dvoch vzájomne nezávislých experimentov hod kockou
K1 a hod kockou K2. Modelujeme ho pomocou kategoriálneho
súèinu. Pritom K1 × K2 a PK1

× PK2
je najlep¹ím spoloèným

modelom týchto dvoch nezávislých experimentov.
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Spoloèný model dvoch nezávislých experimentov
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Kategoriálny prístup

Majme dva pravdepodobnostné priestory (Ω,A,P) a (Ξ,B,Q).
Zobrazenie T : Ω −→ Ξ \bude u¾itoèné" ak\prená¹a" stochastické
informácie z (Ω,A,P) do (Ξ,B,Q); T spolu s T← vytvara
stochastický kanál. V klasickej teórii pravdepodobnosti tomu
rozumieme takto:

Q(B) = P(T←(B)) = (P ◦ T←)(B),B ∈ B,Q = P ◦ T←,

prièom T←(B) = {ω ∈ Ω; T (ω) ∈ B} a po¾adujeme, aby
T← : B −→ A bolo zobrazenie, t.j., aby zobrazenie T : Ω −→ Ξ
bolo merateµné. V klasickom prípade je potom experiment
(Ξ,B,Q) v¾dy závislý na experimente (Ω,A,P), (lebo A a
{T←(B) ∈ A,B ∈ B} nie sú nezávislé. Fuzzi�kácia klasickej teórie
pravdepodobnosti umo¾òuje modelova» nezávislý stochastický
kanál a asymetrickú nezávislos»!

Roman Friè, Ko¹ice Nezávislos»



Klasický stochastický kanál
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Kvantový stochastický kanál
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Nezávislos», motivácia

V¹imnime si, ¾e ak zvolíme wkl = q(ξk), tak
q(ξk) =

∑n
l=1

q(ξk)p(ωl) = q(ξk)
∑n

l=1
p(ωl) a

T (p(ω1), p(ω2), ..., p(ωn)) = (q(ξ1), q(ξ2), ..., q(ξm)), t.j.,
T (P) = Q nezávisle na voµbe P!
Táto kon¹trukcia sa dá kanonicky popísa» aj pre nediskrétny
prípad. Pripomeòme si, ¾e pri fuzzi�kácii klasickej teórie
pravdepodobnosti nahradíme klasický priestor (Ω,A, p) jeho
\fuzzi�káciou" (Ω,M(A),

∫
(.)dP), prièomM(A) sú merateµné

funkcie s hodnotami v intervale [0,1] a
∫
f dP, f ∈M(A), je

pravdepodobnostný integrál f vzhµadom na mieru P.
Ak | Ω |= 1, tak {∅,Ω} = T je triviálne pole mno¾ín a ak [0,1]
chápeme ako kanonický D-poset, tak T ≡ [0, 1] a P : A −→ [0, 1] i∫

(.)dP :M(A) −→M(T) sú sekvenène spojité D-homomor�zmy.
To umo¾òuje kategoriálny prístup ku \kvantovej/fuzzy"
pravdepodobnosti.
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Klasický stochastický kanál

Nech T : Ω −→ Ξ je merateµné zobrazenie. Potom T← : B −→ A

je sekvenène spojitý booleovský homomor�zmus, ktorý de�nuje
zov¹eobecnené merateµné zobrazenie

DT : P(A) −→ P(B),

prièom DT (P) = P ◦ T←,P ∈ P(A) a platí
DT � Ω = T , ω ≡ δω.
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Kvantový stochastický kanál

Ka¾dý sekvenène spojitý D-homomor�zmus h :M(B) −→M(A)
(pozorovateµná) de�nuje zov¹eobecnené merateµné zobrazenie

Th : P(A) −→ P(B)

(tie¾ ¹tatistické zobrazenie, fuzzy náhodná premenná) takto:
pre P ∈ P(A) a B ∈ B, B ≡ χB 7−→ h(χB) ∈ A a∫
h(χB)dP = Q(B) de�nujú mieru Q ∈ P(B), a teda priradenie

P 7−→ Q.

Platí

(∀B ∈ B)[h(B) = h(χB) ∈ A]⇔ (∀ω ∈ Ω)[Th(δω) ≡ Th(ω) ∈ Ξ]

a v tom prípade hovoríme, ¾e h a Th sú konzervatívne.
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Asymetrická kvantová/fuzzy nezávislos»

Nech (Ω,M(A),
∫

(.)dP) a (Ξ,M(B),
∫

(.)dQ) sú
(zov¹eobecnené) pravdepodobnostné priestory a nech
T : P(A) −→ P(B) je ¹tatistické zobrazenie (zov¹eobecnené
merateµné zobrazenie) také, ¾e T (p) = Q pre v¹etky p ∈ P(A).
Príslu¹nú pozorovateµnú h :M(B) −→M(A), pre ktorú T = Th,
staèí de�nova» na B ∈M(B) (pri dôkaze sa vyu¾íva prechod od
miery ku integrálu) takto: pre χB ≡ B ∈ B, h(χB) = Q(B)Ω ∈ A,
kde Q(B)Ω je kon¹tantná funkcia (Q(B)Ω)(ω) = Q(B), ω ∈ Ω.
Potom T (= Th) vyjadruje to, ¾e stav

∫
(.)dQ (zov¹eobecnená

pravdepodobnostná miera) naM(B) nezále¾í na voµbe stavu∫
(.)dp naM(A).
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Asymetrický stochastický súèin

Prvým na¹ím cieµom je vytvori» asymetrický stochastický súèin
priestorov (Ω,M(A),

∫
(.)dP) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dQ) ako model

spoloèného experimentu, v ktorom platí asymetrická nezavislos».
Kon¹trukcia je zalo¾ená na faktorizácii ¹tatistického zobrazenia
T (= Th), prièom len projekcia zo súèinu do (Ω,M(A),

∫
(.)dP) je

\klasická" a \vstup (Ω,M(A),
∫

(.)dP) do súèinu je kvantový".
Duálna kon¹trukcia je \lifting h :M(B) −→M(A) through
M(A× B)".
Druhým na¹ím cieµom je spoji» dva asymetrické súèiny tak, aby
vznikol symetrický súèin a symetrická nezávislos». Ako ¹peciálny
prípad dostaneme klasickú (symetrickú) nezávislos».
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Spoloèný model dvoch experimentov, asymetrická
nezávislos»
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Poznámky

Hµadáme spoloèný model dvoch experimentov, ktorý by vyjadroval
ich asymetrickú nezávislos». Hµadáme teda vhodné zobrazenie
U : P(A) −→ P(A× B), prièom chceme faktorizova» T = U ◦ L2
tak, ¾e L2 : P(A× B) −→ P(B) reprezentuje kanonickú projekciu
\pozeráme na P(A× B) a vidíme P(B)". Faktor U = I ⊗ T je
urèený jednoznaène nasledujúcou úvahou. Pre ka¾dú voµbu
p ∈ P(A) chceme, aby kanonická projekcia L2 zobrazovala U(p)
na Q a kanonická projekcia L1 : P(A× B) −→ P(A) vracala U(p)
do p. ©peciálne, pre ka¾dé U(δω), ω ∈ Ω, po¾adujeme
L1(U(δω)) = δω a L2(U(δω)) = Q, t.j., (U(δω))({ω} × Ξ) = 1,
(U(δω))({ω} × B) = Q(B). To platí iba pre U = I ⊗ T .
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Konjunkcia: symetricka nezávislos»
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Klasické ¹ípky

f . . . náhodná premenná (merateµná funkcia)

Df . . . distribuèné zobrazenie generované cez f

f← . . . sekvenène spojitý booleovský homomor�zmus

f / . . . roz¹írenie f
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Kvantové ¹ípky

T . . . ¹tatistické zobrazenie

T / . . . pozorovateµná

δ(.) . . . bodová pravdepodobnostná miera

Iδ(.) . . . integrály vzhµadom na bodovú pravdepodobnostnú
mieru
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