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O ¢om to bude?

Poznamky o stochasticke] nezavislosti.

1. Nezavislost experimentu E» na experimente E; chdpeme tak, Ze
vysledky exprimentu E; nemajd vlyv na vysledky experimentu E.
2. Ak interpretujeme pravdepodobnost udalosti pomocou jej
frekvencie (relativnej podetnosti), tak vlastne predpokladdme sériu
rovnakych experimentov, pricom vysledky predchadzajicich
neovplyviiuji vysledky nasledujiceho.

3. A. N. Kolmogorov axiomatizoval tedriu pravdepodobnosti,
vlasne riesil 6. Hilbertov problem o vytvoreni matematickej tedrie
fyziky, pricom ide o oblast tedrie miery, ktora je venovana
Specidlnym Glohdm a v nich ma délezit( Glohu nezdvislost.

4. Interpretacia pravdepodobnosti udalosti pomocou jej frekvencie
umoznila formdine definovat nezavislost takto: udalosti A a B sl
nezavislé ak P(AN B) = P(A).P(B). Ako tomu rozumiet?
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Vlastnosti frekvencie

Urobime n nazavislych opakovani experimentu a aproximujeme
pravdepodobnost P(A) udalosti A pomocou jej frekvencie na/n,
kde 0 < na < n je polet opakovani ked nastala udalost A. Tato
interpretacia P(A) viedla Kolmogorova k axiomam
pravdepodobnostnej miery (normovanost, aditivita), definicii
podmienenej pravdepodobnosti a nezdvislosti (pre 0 < ng):

nang/ns = (nang)/n)/(ns/n) ... P(A|B)=P(ANB)/P(B)
a dalej (pre 0 < P(B))

P(A|B)=P(A) = P(ANB)=P(A).P(B),
¢o viedlo Kolmogorova ku formdlnej definicii (stochastickej)

nezavislosti.
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Ako na to iSiel Kolmogorov

Kolmogorov zadal s kone¢nym priestorom (2, A, P) a pod
experimentom rozumie rozklad €2, pricom udalostou je nejaké
zjednotenie prvkov rozkladu.
Hovorime, ze experimenty E1, Ep, ..., E, sl vzajomne nezdvislé ak
plati

P(A1 NAN...N An) = P(Al).P(Az)...P(An),

pre kazdd n-ticu udalosti, pricom A; je udalost v E;.
Hovorime, ze udalosti A a B sii nezévislé, ak si experimenty
{A, A} a {B, B} nezdvislé.

D3 sa dokazat, ze udalosti A a B sl nezavislé prave, ak
P(ANB) = P(A).P(B)

Tividlne, takto definovana nezdvislost je symetrickd. Da sa
symetria odstranit?
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Kategoridlne pozadie

Nezdvislost ma kategoridlne pozadie ...

Kategoridlny sicin dvoch objektov O; a Os je (ak existuje) najlepsi
objekt O x Oy spolu s dvomi projekciami pr; : O; X O — O a
pra : O1 X Oy — O», priCom “cez projekciu pr; vidime presne
pbvodny objekt O;”,i =1,2.

Ako ilustrdcia dobre poslizi spésob, ako modelujeme “spolocny”
experiment dvoch vzdjomne nezavislych experimentov hod kockou
Ki a hod kockou Ky. Modelujeme ho pomocou kategoridlneho
stcinu. Pritom Ki x K> a Pk, x Pk, je najlepsim spolo¢nym
modelom tychto dvoch nezdvislych experimentov.
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Spolo¢ny model dvoch nezavislych experimentov
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Kategoridlny pristup

Majme dva pravdepodobnostné priestory (2, A, P) a (=,B, Q).
Zobrazenie T : Q — = “bude uzitoéné” ak“prendsa” stochastické
informacie z (2, A, P) do (£,B, Q); T spolus T vytvara
stochasticky kanal. V klasickej tedrii pravdepodobnosti tomu
rozumieme takto:

Q(B)=P(T(B)=(PoT")B),BeEB,Q=Po T,

pricom T (B) = {w € Q; T(w) € B} a poZzadujeme, aby

T : B — A bolo zobrazenie, t.j., aby zobrazenie T : Q — =
bolo meratelné. V klasickom pripade je potom experiment

(=, B, Q) vzdy zavisly na experimente (2, A, P), (lebo A a
{T(B) € A, B € B} nie st nezdvislé. Fuzzifikdcia klasicke] tedrie
pravdepodobnosti umoziuje modelovat nezdvisly stochasticky
kanal a asymetrick(l nezavislost!
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Klasicky stochasticky kandl
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Kvantovy stochasticky kanal
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Nezavislost, motivacia

Vsimnime si, Ze ak zvolime wy = q(&k), tak

q(&k) = 211 a(&k)p(wi) = a(§k) 21— pwi) a

T(p(w1)7 p(W2), ) p(wn)) = (Q(fl), q(£2)a s q(gm))v t.,

T(P) = Q nezavisle na volbe P!

Tato konstrukcia sa da kanonicky popisat aj pre nediskrétny
pripad. Pripomenme si, Ze pri fuzzifikdcii klasickej tedrie
pravdepodobnosti nahradime klasicky priestor (€2, A, p) jeho
“fuzzifikdciou” (2, M(A), [(.)dP), pricom M(A) st meratelné
funkcie s hodnotami v intervale [0,1] a [ fdP, f € M(A), je
pravdepodobnostny integral f vzhladom na mieru P.

Ak | Q |=1, tak {0,Q2} =T je trividlne pole mnoZin a ak [0,1]
chdpeme ako kanonicky D-poset, tak T=[0,1] a P: A — [0,1] i
J()dP : M(A) — M(T) st sekvenéne spojité D-homomorfizmy.
To umoziuje kategoridlny pristup ku “kvantovej/fuzzy”
pravdepodobnosti.
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Klasicky stochasticky kandl

Nech T : Q — = je meratelné zobrazenie. Potom T< :B — A

je sekvencne spojity booleovsky homomorfizmus, ktory definuje
zov$eobecnené meratelné zobrazenie

Dt :P(A) — P(B),

pricom D7 (P) = Po T, P € P(A) a plati
Dr1Q=T, w=3d,
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Kvantovy stochasticky kanal

Kazdy sekvenéne spojity D-homomorfizmus h: M(B) — M(A)
(pozorovatelnd) definuje zovieobecnené meratelné zobrazenie

Ty : P(A) — P(B)

(tieZ Statistické zobrazenie, fuzzy ndhodnd premennd) takto:
pre Pe P(A)aBeB, B=xg+— h(xg) € Aa

[ h(xg)dP = Q(B) definuji mieru Q € P(B), a teda priradenie
P— Q.

Plati
(VB € B)[h(B) = h(xB) € Al & (Yw € Q)[Th(dw) = Th(w) € T]

a v tom pripade hovorime, ze h a Ty st konzervativne.
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Asymetricka kvantova/fuzzy nezavislost

Nech (Q, M(A), [(.)dP) a (Z, M(B), [(.)dQ) st
(zovSeobecnené) pravdepodobnostné priestory a nech

T : P(A) — P(B) je statistické zobrazenie (zovSeobecnené
meratelné zobrazenie) také, Zze T(p) = Q pre vietky p € P(A).
Prislusnd pozorovatelnd h: M(B) — M(A), pre ktord T = Ty,
staci definovat na B € M(B) (pri dokaze sa vyuziva prechod od
miery ku integrélu) takto: pre xg = B € B, h(xg) = Q(B)q € A,
kde Q(B)q je konstantng funkcia (Q(B)q)(w) = Q(B),w € Q.
Potom T(= T}) vyjadruje to, Ze stav [(.)dQ (zovieobecnens
pravdepodobnostnd miera) na M(B) nezdlezi na volbe stavu

[(.)dp na M(A).
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Asymetricky stochasticky sucin

Prvym nasim cielom je vytvorit asymetricky stochasticky stcin
priestorov (Q, M(A), [(.)dP) a (=, M(B), [(.)dQ) ako model
spolo¢ného experimentu, v ktorom plati asymetrickd nezavislost.
Konstrukcia je zalozena na faktorizacii Statistického zobrazenia
T(= Th), prICOm len projekcia zo st&inu do (2, M(A), [(.)dP) j
“klasickd” a “vstup (2, M(A), [(.)dP) do si&inu je kvantovy”.
Duélna konstrukcia je “lifting h: M(B) — M(A) through
M(A x B)".

Druhym nasim cielom je spojit dva asymetrické siciny tak, aby
vznikol symetricky sG¢in a symetrickd nezdvislost. Ako Specidlny
pripad dostaneme klasick( (symetrickd) nezdvislost.
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Spolo¢ny model dvoch experimentov, asymetricka

nezavislost
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Hladdme spoloény model dvoch experimentov, ktory by vyjadroval
ich asymetrick(l nezavislost. Hladdme teda vhodné zobrazenie
U:P(A) — P(A x B), pricom chceme faktorizovat T = U o L,
tak, ze Ly : P(A x B) — P(B) reprezentuje kanonickd projekciu
“pozerame na P(A x B) a vidime P(B)”. Faktor U=1® T je
uréeny jednoznaéne nasledujicou Gvahou. Pre kazdd volbu

p € P(A) chceme, aby kanonicka projekcia Ly zobrazovala U(p)
na Q a kanonickd projekcia Ly : P(A x B) — P(A) vracala U(p)
do p. Speciélne, pre kazdé U(d,,), w € Q, pozadujeme

L1(U(6n)) = bw a L(U(dw)) = Q. t., (U(0w))({w} x =) =1,
(U(bw)){w} x B) = Q(B). To platiibapre U=1& T.

Roman Fri¢, Kosice Nezdvislost



Konjunkcia: symetricka nezavislost
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Klasické Sipky

f'<1
M(Br) > M(A)
f'(—
Br > A
f
R < Q
D
P(Br) < i P(A)
e f ... ndhodna premennd (meratelnd funkcia)

@ Dr ... distribu¢né zobrazenie generované cez f
o < ... sekvenlne spojity booleovsky homomorfizmus

o 9 ... rozsirenie f
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Kvantové Sipky

conservative

B > A
M(B) T > M(A)

IP(B) < L IP(A)
Z6(B) < Z5(A)

conservative

@ T ... Statistické zobrazenie

e T9 ... pozorovatelnd

@ 0(.) ... bodova pravdepodobnostnd miera

@ Z6(.) ... integrédly vzhladom na bodovii pravdepodobnostnii
mieru
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