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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к СССР 
1970. Том 194, № 6 

У Д К 519.95 МАТЕМАТИКА 

А. Н. МАСЛОВ 

ОЦЕНКИ ЧИСЛА СОСТОЯНИЙ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ 

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 27 III 1970) 

В настоящей работе рассматриваются операции над множествами слов, 
представимыми в конечных автоматах. Важной характеристикой сложно­
сти этих множеств является число состояний минимального представляю­
щего автомата. 

Клини доказал ( \ 2 ) , что множество слов представимо в конечном авто­
мате тогда и только тогда, когда оно получается из {Л } и {аг} (где Л — 
пустое слово, а а* — буквы входного алфавита 2 ) применением операций 
объединения (U) произведения ( • ) и итерации ( * ) . 

Далее Six = Sk обозначает, что при поступлении на вход слова х авто­
мат, находящийся в состоянии переходит в состояния Sh\ индекс 6 соот­
ветствует начальному состоянию, если не оговорено противное; [хд обозна­
чает длину слова х \ Т(А) обозначает множество слов, представимых 
в автомате А . В дальнейшем под представимостью событий мы везде будем 
подразумевать представимость в конечном автомате. 

Известно, что если Т(А) и Т(В) представимы в автоматах А ж В с m 
и п состояниями соответственно (m ̂  1, п ̂  1 ) , то 

1) Т ( A ) (J Т(В) представимо в автомате с т-п состояниями, 
2) Т(А)-Т(В) представимо в автомате с (га — 1 ) - 2 П + 2 П ~ 4 состоя­

ниями (тг ^ 3 ) , 
3 

3) Т(А)9 представимо в автомате -2m — 1 состояниями (т ^ 2 ) . 
Н а м и построены примеры автоматов над алфавитом 2 = {0, 1} , на ко­

торых эти оценки достигаются. 
1. О б ъ е д и н е н и е : А имеет состояния {S0,...,Sm-i} и переходы 

Sm-Л = S0, Sil = Si+i при 1Фт — \, SiQ = Si, Sm-i — заключительное 
состояние; В имеет состояния { Р 0 , . . . , P n - i } и переходы РА = Р» , 
P n _ i 0 = Р 0 , PiO = Pi+i при i Ф п — 1, Р п - 1 — заключительное состояние. 

2. П р о и з в е д е н и е : В имеет состояния { Р 0 , . . . , P n - i } и переходы 
P n _ t l = P n _ 2 , P n _ 2 l = P n _ 4 , Р<1 = Р г при i < n - 2 , P n - 1 0 = P n ^ 1 , Р{0 = 
= Pi+i при i Ф n — 1, P n _ i — заключительное состояние; автомат А такой 
же, как для объединения. 

3. И т е р а ц и я : А имеет состояния {S0,...,Sm-i} и переходы .S ,

7n_1l = 
= SQ, S d = Si+i при i Ф m — 1, S00 = S0, S{0 = &_i при i > 0, Sm-i — за­
ключительное состояние. 

П о 4 и В строим соответствующие автоматы, как в ( 2 , 4 ) , и находим не­
обходимое число достижимых и различных состояний, что и доказывает 
минимальность ( 3 ) . 

Общая постановка задач такого рода: имеются события Т(Ai) (1 ̂  i ^ 
^ к), представимые в автоматах Аг с тц состояниями соответственно, 

ж к — местная операция / над событиями, сохраняющая представимость 
в конечных автоматах. Каким может быть максимальное число состояний 
минимального автомата, представляющего f(T(Ai),.. ,уТ(Ак)), при дан­
ных пг? 

Рассмотренные выше задачи принадлежат этому классу. Ранее был по­
лучен результат ( 2 , 6 ) , что обращения слов из множества, представимого 
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в автомате с ш состояниями, представимо в автомате с 2т состояниями, 
и эта оценка достижима над алфавитом 2 = {а, Ь, с}. 

И з результатов ( 8 ) следует, что для множества Т (представимого в авто­
мате А с п состояниями) {xz\ Ryixy-z е Т&[хд = [уд = [zd)} может 

быть непредставимо. М ы докажем, что множества — Т = |ж | 

^-VEzT&^j = - y - j j n У Г = Г } всегда предетавимы. Н а с будут 
интересовать оценки сложности этих множеств. 

4. Для представления — Т построим сначала недетерминированный 
автомат Аи состояниями которого будут состояния А, а матрица переходов 
для всех входных букв строится так : а,ц=1 -«->- ^ ( [ х 9 = p&SjX = S i ) . 
Множество начальных состояний Р 0 состоит из заключительных состояний 
А. И з ( 5 ) известно, что при детерминизации получается автомат А2, имею­
щий не более 2 ° V n l n n достижимых состояний. Искомый автомат имеет со­
стояния (5г|£|Р ;), где Si -— состояние А, — состояние Л 2 , 0 ^ I < q — 
целое число. Переходы определяются формулой: (Si\l\Pj)a= (Sio\l + 
+ 1 (mod q) IP^cr 1" 8 1* 1 1 1 ) {S0\0\P0) — начальное состояние. Состояние яв­
ляется заключительным, если 1 = 0 и S{ ^ Р3. Число состояний этого авто­
мата N(p, q, п) ^ qn2cin l n п . Нижнюю оценку для log 2 N(p, д, п) можно по­
лучить, используя пример в работе ( 5 ) , но она будет отличаться мульти­
пликативной константой. 

Далее нам понадобятся оценки числа классов конгруэнтности предста­
вимого события ( 2 ) . 

5. Каждому слову Z соответствует отображение состояний Z: Si->SiZ. 
Очевидно, что если словам х и у соответствуют одинаковые отображения, 
то они конгруэнтны, т. е. классов конгруэнтности не более пп. Рассмотрим 
автомат из ( 7 ) . Это автомат Вп над алфавитом 2 = {a, 6, с] с состояниями 
{Qo,..., Qn-i) и переходами Qn-ta = (?о, Qid = Qi+i при i ф п —-1, Q0b = Qu 

Qib = Q0, Qib = Qi при i > 1, Q0c = Q0l Qtc = Q0i Q{c = Qi при i > 1; 
Qo — заключительное. Bn имеет ровно nn классов конгруэнтности. 

6. Над алфавитом 2 = {0, 1} не может быть автомата с п состояниями 
и пп классами конгруэнтности. Точное значение максимума числа классов 
конгруэнтности в этом случае неизвестно, однако можно построить авто­
мат 2?i n , имеющий их не меньше, чем (п — I) 7 1" 1 . Состояния его { Р 0 , . . . 
. . . , Р П _ 4 } , а переходы Рп-Л = Ри Р 0 1 = Р 2 , P 4 = P i + 1 , при гфО, гс — 1 , 
P i O = P 0 , Р 00 = Р 2 , Р 2 0 = Р 4 , РгО = Р г при i > 2; P t — начальное и заклю­
чительное состояние одновременно. 

Заметим, что состояния P i , . . . , P n - i словами а! = 1, bf = 0 0 1 n _ 1 и 
с' = 0 1 n _ 1 отображаются так же, как состояния автомата Вп~1 словами а, 
б и с . Следовательно, в множестве (a! U V U с')* имеется (?г — l ) n _ 1 некон-
груэнтных слов. 

7 . Множество УТ представимо в автомате, состояниями которого явля­
ются отображения или упорядоченные наборы длины п состояний А, пере­
ходы задаются формулой 

£ « „ ) * = № А . . М ад, 

( ^ о , ( S n - i ) — начальное состояние. Состояние является заключитель­
ным, если набор имеет координату S 4 i заключительным состоянием А. 
Нижние оценки п п и (п — 1) п~ 1 дают автоматы Вп и # Л 

8. В ( 4 ) показано, что перестановки букв в словах из представимого 
множества могут образовывать непредставимое множество. Е с л и допускать 
только циклические перестановки, т. е. 

г = {х | х = ог,... oik&m (ou... o i l P u . . . a ^ e г> 
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( где Т представимо в автомате А с п с о с т о я н и я м и ) , то м о ж н о доказать, ч т о 
и Т' представимо в автомате В с (п2п — 2 П _ 1 ) П с о с т о я н и я м и . Д е й с т в и т е л ь ­
н о , п у с т ь В г имеет те же с о с т о я н и я и п е р е х о д ы , ч т о и A, Si — его н а ч а л ь н о е 
состояние , заключительные с о с т о я н и я те ж е , ч т о в автомате A. Ct имеет т е 
ж е с о с т о я н и я и переходы, ч т о к A, S0— е го н а ч а л ь н о е , a S{ — е д и н с т в е н -

п-1 
ное заключительное состояние . Т'= [} [Т(Вг) -Т(Сг)) и, следовательно 

(см. 1 ) и 2 ) ) , представимо в а в т о м а т е с (п-2п — 2n~i)n с о с т о я н и я м и . Н и ж е 
у к а з а н п р и м е р , д а ю щ и й н и ж н ю ю о ц е н к у ( (п — 2) . 2 П - 2 ) П _ 2 п р и п > 3. П р и 
этом, правда , в х о д н о й алфавит растет вместе с р о с т о м п. Е = { а 0 , . . . , а п _ 2 , 
Ь 0 , . . •, Ъп-2}. С о с т о я н и я а в т о м а т а {S0,..., Sn-i}, п е р е х о д ы Siut = Sn-ir 

Sn-iai = Si, Sjai = Sj п р и гФ], S0bi = Si, Sjb{ = Sj п р и гФу, Sn~^ — заклю­
ч и т е л ь н о е с о с т о я н и е . 
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