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Oznacenie

Nech X, Y s( topologické priestory, Z C X.
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Oznacenie

Nech X, Y s( topologické priestory, Z C X.

+ (X, Y): systém vSetkych spojitych funkciiz X do Y
« CLx(Z): systém vSetkych podmnoZin mnoziny Z uzavretych v X

« piSeme CL(Z) namiesto CLg(Z)

Nech F je systém funkcii, E je mnozina. Ozname F | E= {f [ E: f € F}.
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Nech G C C(R,R). Pre £ C CL(R) a F C C(R,R) oznaCme:

« Eg(F)={E € CLR): (Vfe F)fIE€G|E}

- Fg(§) ={f€ C(R,R): (VE€E)fIEEG | E}
Zobrazenia Eg: P(C(R,R)) — P(CL(R)), Fg: P(CL(R)) — P(C(R,R))
tvoria Galoisovu konexiu medzi (P(C(R,R)),C) a (P(CL(R,R)), Q).

« Eg, Fg su klesajice (order-reversing)

« £ C Eg(F) prave vtedy, ked F C Fg(€)

- kompozicie EgFg: P(CL(R)) — P(CL(R)) a

FgEg: P(C(R,R)) — P(C(R,RR)) si uzaverové operatory

Oznacme:

* Kg ={€ C CLR): € = EgFg(&)} = {Eg(F): F C C(R,R))}
={F C CR,R): F = FgEg(F)} = {Fg(£): € € CL(R))}



Galoisova konexia

Nech G C C(R,R). Pre £ C CL(R) a F C C(R,R) oznaCme:

« Eg(F)={E € CLR): (Vfe F)fIE€G|E}

c Fg(&)={fe CR,R): VE€&)fIEEG |E}
Zobrazenia Eg: P(C(R,R)) — P(CL(R)), Fg: P(CL(R)) — P(C(R,R))
tvoria Galoisovu konexiu medzi (P(C(R,R)),C) a (P(CL(R,R)), Q).

« Eg, Fg su klesajice (order-reversing)

« £ C Eg(F) prave vtedy, ked F C Fg(€)

- kompozicie EgFg: P(CL(R)) — P(CL(R)) a

FgEg: P(C(R,R)) — P(C(R,RR)) si uzaverové operatory

Oznacme:

+ Ko ={€ C CL(R): € = HgFg(€)} = {Eo(F): F € O(R,R))}
+ Lg = {F C O(R,R): F = FgBg(F)} = {Fo(€): € € CL(R))}

Potom (Kg,C) a (Lg, C) s dualne izomorfné Gplné zvazy,
v ktorych sa A zhoduje s .
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Najmensie prvky zvazov K¢, Lg

Fakt
Pre vsetky G C C(R,R), A Lg = Fg({R}) = G.

Dosledok
Kazdy system F C C(R,R) je najmensim prvkom nejakéeho zvazu Lg.
Pre ktoré £ C CL(R) existuje G C C(R,R) také, ze A Kg = £?
Veta
Nech & C CL(R). Nasledujice podmienRy su ekvivalentne.
1. Existuje G C C(R,R) take, ze £ € Kg.
2. Existuje G C C(R,R) take, Ze £ = \ K.
3. & je dedicny, teda CL(E) C € pre vSetky E € £.

Pre 3 = 2 potrebujeme ,oklamat” Darbouxovu vetu o obore hodno6t spojitej
funkcie.
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Zvaz K obsahujici vSetky neprazdne dedicné systémy

Veta
Existuje G C C(R,R) taky, Ze £ € K¢ pre kazdy neprazdny dedicny system
& C CL(R).

Dokaz

Nech {E,: a < 2%} je ocislovanie systému vietkych uzavretych mnozin.
Indukciou pre a < 2%° definujme ., yo € R a go.» € C(R, R) tak, aby pre
kazdy interval I spliajlci E, N I+ 0 existovalo n € w také, e

* ga,n(75) # yp pre vietky 8 < q,
* go,n(T) = yo pre vsetky z ¢ I.

Nech G = {ga.n: a < 2%, n € w}. Pre kazdy neprazdny dedi¢ny systém
& C CL(R), nech F je systém obsahujuci vSetky konstantné funkcie
s hodnotami y,, kde a < 280 je také, ze E, € CL(R) \ £. Potom € = Eg(F).

Problém
Je mozné definovat G konstruktivnym spésobom?



Zvaz Kg pre systém G urceny jednou
funkciou



Oznacenie

Oznaéme R* = R U {—o0, 0o}
Pre f, g € C(R,R*), oznacme:
* f<gak(VzeR) f(z) < g(2),
« f<gak(VzeR) f(z) < g(x).
Definujme intervaly funkcii:
* (f,9) ={he CR,R): f<h<g}
* [figl={he CR,R): f<h<g},
- atd.
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Veta

Nech g € C(R,R). Potom K¢y = {CL(E): E € CL(R)}.
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Zvaz K{g}

Veta
Nech G C C(R,R), G # (. Nasledujice podmienky st ekvivalentne.

1. Kg C{CL(E): E € CL(R)}.
2. Existuju hi, ho € C(R,R*) take, Ze G = [, ha].

Dosledok
Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienRy su ekvivalentne.

1. Kg = {CL(E): E € CL(R)}.
2. Existuji ha, ho € O(R,R*) také, Ze by < ho, hi '[R] U h; '[R] = R,
Q = [hl, hz].

Dosledok
Nech g € C(R,R). Potom
K(=c0,91 = Kig,00) = K(gy = {CL(E): E € CL(R)}.



Zvaz K{g}

M/
N

[’11 ho] = {CL :Fe OL
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Pripomenme, Ze CL(X) = CLr(X) ={F € CL(R): E C X}.
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Zvaz ’C(,‘-)Qg)

Pripomenme, Ze CL(X) = CLr(X) ={F € CL(R): E C X}.
Veta

Nech g € C(R,R). Potom K(_ ¢y = {CL(X): X C R}.

Veta

Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienRy su ekvivalentne.
1. Kg D {CL(X): X CR}.

2. Pre kaZdé z € R, CL(R \ {z}) € Kg.

3. Pre kaZdé z € R existuje f € C(R,R) také, Ze CL(R \ {z}) = Eg ({/}).



ZV&Z ’C(,-)\_q)

Pripomenme, Ze CL(X) = CLr(X) ={F € CL(R): E C X}.
Veta

Nech g € C(R,R). Potom K(_ ¢y = {CL(X): X C R}.

Veta

Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienRy su ekvivalentne.

1. Kg D {CL(X): X CR}.

2. Pre kaZdé z € R, CL(R \ {z}) € Kg.

3. Pre kaZdé z € R existuje f € C(R,R) také, Ze CL(R \ {z}) = Eg ({/}).

Systém {CL(R \ {z}): z € R} v podmienke 2 je minimalny, teda vylicenim
lubovolnej mnoziny dostaneme ostro slabSiu podmienku.
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Zvaz ’C(,‘-)Qg)

Stotoziujeme funkciu f: R — R a jej graf f C R?.
Definicia
System G C CO(R, R) je:

- Uplny, ak pre vSetky g € C(R,R),ak g C |JG tak g€ G

- suvisly, ak pre vsetRy (z,y), (z',y") € UG take, Ze x # =/,
existuje g € G take, Ze g(r) = y a g(z') =y’

Veta
Nech G C C(R,R), G # (. Nasledujice podmienky su ekvivalentné.

1. Kg C {CL(X): X CR}.
2. G je aplny a savisly.



&
g

Zvaz

UG pre Uplny a savisly systém G
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Dosledok
Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienRy su ekvivalentne.

1. Kg = {CL(X): X CR}.
2. Systém G je Gplny a savisly a pre kaZzdé x € R existuje funkcia
[ € C(R,R) taka, Ze f\ UG = [ {xz}.



Zvaz ’C(,‘-)Qg)

Dosledok
Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienRy su ekvivalentne.

1. Kg = {CL(X): X CR}.
2. Systém G je Gplny a savisly a pre kaZzdé x € R existuje funkcia
[ € C(R,R) taka, Ze f\ UG = [ {xz}.

Dosledok
Nech g € C(R,R). Potom K4 o) = K(—c0,9) = {CL(X): X C R}.



ZVazZ K (—o0,4)u(g,00)

Definicia
System X C P(R) je separovany ak pre navzajom rozne X, Y € X existuju
disjunktné otvorené U, V C R taRe, Ze:

« XCUAYCV
- VZeX)ZC UV ZCV



ZVazZ K (—o0,4)u(g,00)

Definicia
System X C P(R) je separovany ak pre navzajom rozne X, Y € X existuju
disjunktné otvorené U, V C R taRe, Ze:

- XCUAYCV

- VZeX)ZC UV ZCV

Veta
Nech g € C(R,R). Potom
K—es.a)Uliges) = {UX€X CL(X): X C P(R) je separovan)’/}.



ZVazZ K (—o0,4)u(g,00)

Pre otvoren( mnozinu U C R ozna¢me U’ = R\ clU.

Fakt
AR U je regularna otvorena, tak U’ je reqularna otvorena a plati
unu =0.
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Pre otvoren( mnozinu U C R ozna¢me U’ = R\ clU.

Fakt

AR U je regularna otvorena, tak U’ je reqularna otvorena a plati
unu =0.

Veta

Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienRy su ekvivalentne.

1. Kg D {UXEX CL(X): X C P(R) je separovanj}.



Zvaz K(— oo, g)u(g,00)

Pre otvoren( mnozinu U C R ozna¢me U’ = R\ clU.

Fakt

AR U je regularna otvorena, tak U’ je reqularna otvorena a plati
unu =0.

Veta

Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienRy su ekvivalentne.

1. Kg D {UXEX CL(X): X C P(R) je separovam?}.

2. (2a) Pre kazdé z € R, CL(R\ {z}) € Kg, a
(2b) pre kazda reguldarnu otvorend U C R, CL(U) U CL(U") € Kg.



Zvaz K oc,9)u(g,00)

Pre otvoren( mnozinu U C R ozna¢me U’ = R\ clU.

Fakt

AR U je regularna otvorena, tak U’ je reqularna otvorena a plati
unu =0.

Veta

Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienRy su ekvivalentne.

1. Kg D {UXEX CL(X): X C P(R) je separovan;?}.

2. (2a) Pre kazdé z € R, CL(R\ {z}) € Kg, a
(2b) pre kazda reguldarnu otvorend U C R, CL(U) U CL(U") € Kg.
3. (3a) Pre kazdé z € R existuje funkcia f € C(R,R) taka, Ze
CL(R\{z}) = Eg({f}), a
(3b) pre kazdé z,y € R a kazdu regularnu otvoreni U C R takd, Ze x € U,
y € U’, existuje funkcia f € Fg(CL(U) U CL(U")) takd, Ze
Fimu} €6 [z y)



Zvaz K oc,9)u(g,00)

Veta
Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienky su ekvivalentne.

1. Kg C CL(X): X C P(R) je separovany ;.
Xex
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Veta
Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienky su ekvivalentne.
1. Kg C {UXGX CL(X): X C P(R) je separovam?}.

2. Existuje spocitatelna linearne usporiadana mnoZina (I, <) a system
{G;: i € I} taky, Ze



Zvaz K oc,9)u(g,00)

Veta
Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienky su ekvivalentne.

1. Kg C CL(X): X C P(R) je separovany ;.
Xex

2. Existuje spocitatelna linearne usporiadana mnoZina (I, <) a system
{G;: i € I} taky, Ze
@ G =Uc,5



Zvaz K oc,9)u(g,00)

Veta
Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienky su ekvivalentne.

1. Kg C {UXGX CL(X): X CPR)je separovam?}.
2. Existuje spocitatelna linearne usporiadana mnoZina (I, <) a system
{G;: i € I} taky, Ze

(a) g = U,L-Ejgi:
(b) pre kazdé i€ I, G; C C(R,R) je Gplny a savisly,



ZVazZ K (—o0,4)u(g,00)

Veta
Nech G C C(R,R), G # 0. Nasledujice podmienky su ekvivalentne.

1. Kg C {UXGX CL(X): X CPR)je separovam?}.
2. Existuje spocitatelna linearne usporiadana mnoZina (I, <) a system
{G;: i € I} taky, Ze
(@ G =Uc,5
(b) pre kazdé i€ I, G; C C(R,R) je Gplny a savisly,
(c) pre kazdé i € I existuji funkcie g;, gi € O(R,R*) take, Ze
UJGiC(—o007), GiClo,gf), a |JGC (g 00).

i<i Jj>i



Lattice KC(_ o g)u(g,00)




Zvaz Kg pre systém G tvoreny
polynomialnymi funkciami
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Oznacme Const C C(R, R) systém vSetkych konstantnych funkci.

Tvrdenie
Nech € € Kconst. Potom:

1. {z} € &€ pre vsetky = € R.
2. ARA,BeEaANB#(),takR AUBEE.
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Systém vsetkych konstantnych funkcii

Oznacme Const C C(R, R) systém vSetkych konstantnych funkci.

Tvrdenie
Nech € € Kconst. Potom:

1.
2,
3.

{z} € € pre vsetky x € R.
ARA,BeEaANB+#(,takR AUBEE.

System Re vSetkych maximalnych prvkov € tvori rozklad R
na uzavreté mnoziny.

. RozRlad R¢ je urceny relaciou ekvivalencie ~¢ definovanou vztahom

tr~ey <<= {zylef.

. ERvivalencia ~¢ ma uzavrety graf, teda je to uzavreta podmnozina R



Systém vsetkych konstantnych funkcii

Veta (Bourbaki)

Nech X je o-lokdlne Rompaktny priestor a nech R C X? je reldcia

ekvivalencie s uzavretym grafom. Potom kvocientovy priestor X /R je
Hausdorffov.



Systém vsetkych konstantnych funkcii

Veta (Bourbaki)

Nech X je o-lokdlne Rompaktny priestor a nech R C X? je reldcia

ekvivalencie s uzavretym grafom. Potom kvocientovy priestor X /R je
Hausdorffov.

Dosledok

Keonst = { U,er CL([z]r): R C R? je ekvivalencia s uzavretym grafom}.



Systém vsetkych linearnych funkcii

Oznacme Lin = {f,: a € R}, kde f.(z) = az pre vSetky z € R.
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Systém vsetkych linearnych funkcii

Oznacme Lin = {f,: a € R}, kde f.(z) = az pre vSetky z € R.

Tvrdenie
Nech &€ € Ky;,. Potom:

1. {z} € &€ pre vSetRy z # 0.
2.ARA,BeEa(AnB)\ {0} #0,tak AUBE€E.
3. AR{0} € &, tak EU {0} € & pre vSetky E € &.
4. AR {0} ¢ &, tak € U {{0}} € K.



Systém vsetkych linearnych funkcii

Oznacéme:

- S systém vsetkych ekvivalencii R C R? s uzavretym grafom,
c Sp = {R €S: [O}R = {0}}



Systém vsetkych linearnych funkcii

Oznacme:
- S systém vsetkych ekvivalencii R C R? s uzavretym grafom,

- So={ReS:[0zr={0}}.

Veta
Kin = { Usery oy (212 U {0): R € S}U{ User oy alr: B € So}.



Systém vsetkych polynomialnych funkcii stupna < »

Oznacme Pol,, C C(R, R) systém vSetkych polynomialnych funkcii stupia
<n.
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Systém vsetkych polynomialnych funkcii stupna < »

Oznacme Pol,, C C(R, R) systém vSetkych polynomialnych funkcii stupia
<n.

Tvrdenie
Nech £ € Pol,. Potom:

1. E€ & pre kaZzdi E C R takd, ze |E| < n+ 1.
2.ARA,Bea|ANB|>n+1,taRAUBEE.
3. (n+ 1)-arna relacia R definovana vztahom

(I17...,l’n+1)€R <~ {I1,...,In+1}€5

je (n—+ 1)-ekvivalencia na R s uzavretym grafom.



Systém vsetkych polynomialnych funkcii stupna < »

Definicia
n-arna relacia R je n-ekvivalencia na X, ak:

1. (z,...,z) € R pre kaZdée z € X,
2. pre kazdiu permutaciu o, aR (z1,...,2,) € R, tak (z,(1), . - ., Zo(n)) € R,

3. ak z1, ..., z,—1 SU Navzajom rozne a (x1, ..., Tn—1,y;) € R pre kazdé



Systém vsetkych polynomialnych funkcii stupna < »

Definicia
n-arna relacia R je n-ekvivalencia na X, ak:

1. (z,...,z) € R pre kaZdée z € X,
2. pre kazdiu permutaciu o, aR (z1,...,2,) € R, tak (z,(1), . - ., Zo(n)) € R,

3. ak z1, ..., z,—1 SU Navzajom rozne a (x1, ..., Tn—1,y;) € R pre kazdé

Problém

Nech R je (n+ 1)-ekvivalencia na R s uzavetym grafom. Nech & je systéem
vsetkych mnozin E € CL(R) takych, Ze (x1, ... x,+1) € R pre vSetky
Ti,...Toy1 € E. Bude € € Kpq,,?



Dakujem za pozornost!
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